
CHAPTER 06

边界层理论
尺度分析、数量级估计与渐近简化
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学完本章，你能回答哪些问题？

本章是"黏性如何影响流体运动"主线的关键一章。学完后你应能够回答：

• 为什么 𝑅𝑒 ≫ 1 时黏性项系数很小，却仍不能直接删除黏性？

• 无滑移条件如何把黏性"限制"在壁面附近一个薄层内？

• 如何用尺度分析从连续性方程估出法向速度尺度，并推出 𝛿/𝐿 ∼ 𝑅𝑒 Τ−1 2？

• Prandtl 边界层方程从完整 Navier–Stokes 方程简化掉了什么、保留了什么、为什么？

• Blasius 相似解如何给出 𝛿99、𝐶𝑓,𝑥、 ሜ𝐶𝑓？

• 位移厚度与动量厚度各对应什么守恒亏损？von Kármán 动量积分方程为什么仍未封闭？

• 逆压梯度为什么会使壁面剪切趋于零、导致分离趋势？

• 边界层尺度如何转化为 CFD 近壁网格设计与结果验证要求？

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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本章教学重点与难点

教学重点

• 高 Reynolds 数下 Euler 方程与无滑移条件的矛盾

• 尺度分析与数量级估计：𝛿/𝐿 ∼ 𝑅𝑒 Τ−1 2

• Prandtl 边界层方程的建立与边界条件

• Blasius 相似解及厚度、壁面剪切、摩擦系数

• 位移厚度 𝛿∗、动量厚度 𝜃 的守恒含义

• von Kármán 动量积分方程及其工程应用

教学难点

• "小系数 × 大梯度"的乘积为何仍是 O(1)

• 为什么 𝑣 ≪ 𝑢 却不能删 𝑣 𝜕𝑢/𝜕𝑦

• 各向异性尺度重新无量纲化的渐近阶次

• 相似变量的构造动机与 Blasius 方程推导

• 积分厚度被积函数中 𝑢/𝑈𝑒 权重从何而来

• 积分方程"守恒但不封闭"的概念辨析

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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前章回顾：本章在课程知识链中的位置

第5章（Stokes 流）回答了 𝑅𝑒 ≪ 1 时"黏性主导全场"的问题；本章回答 𝑅𝑒 ≫ 1 时"黏性如何集中于薄层"

的问题。二者合起来，覆盖了 Reynolds 数两个极限端，为后续分离、阻力（第7章）与湍流、数值方法（

第8章）提供基础。

课程主线：控制方程 → 无量纲化 → Reynolds 数 → 极限 → 典型流动 → 机制 → 工程应用 → 数值

计算

• 第3–4章：Navier–Stokes 方程 → 无量纲化 → 𝑅𝑒 作为唯一控制参数

• 第5章：𝑅𝑒 ≪ 1，惯性可忽略 → Stokes 流（黏性主导全场）

• 第6章（本章）：𝑅𝑒 ≫ 1，无滑移 → 黏性集中于近壁薄层 → 边界层理论

• 第7章：逆压梯度 → 分离、尾流与阻力（本章结论的直接应用）

• 第8章：转捩、湍流与数值方法（本章尺度用于网格与验证）

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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本章知识结构：一条方法链，两条应用链

本章不是一组平板公式的集合，而是从"局部尺度 → 主导平衡 → 渐近简化 → 相似解 → 守恒积分量 → 工程近似"

逐步展开的方法链。

主线：𝑅𝑒 ≫ 1 → 1/𝑅𝑒 ≪ 1 → 不能删所有黏性 → 无滑移导致薄层大梯度 → 𝑥 ∼ 𝐿, 𝑦 ∼ 𝛿 → 𝑣/𝑈 ∼ 𝛿/𝐿 → 

𝑈2/𝐿 ∼ 𝜈𝑈/𝛿2 → 𝛿/𝐿 ∼ 𝑅𝑒 Τ−1 2 → Prandtl 边界层方程

应用链一（零压梯平板）：零压梯平板 → Blasius 相似解 → 𝛿99, 𝐶𝑓,𝑥, ሜ𝐶𝑓 → 质量亏损 𝛿∗ 与动量亏损 𝜃 → 

von Kármán 动量积分方程

应用链二（压强梯度）：外部无黏流 𝑈𝑒 𝑥 → 压强梯度 → 速度剖面改变 → 逆压梯下近壁动量不足 → 分离

趋势（第7章）

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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Re 很大时，黏性项真的可以删掉吗？

第5章中 𝑅𝑒 ≪ 1 时黏性主导全场；现在 Reynolds 数很大，惯性占优。一个自然的想法是：

"𝑅𝑒 → ∞，黏性项系数 1/𝑅𝑒 → 0，于是 1/𝑅𝑒 𝛻∗2𝑢∗ 趋于零，动量方程退化为 Euler 方程？"

这个推断马上会撞上一堵墙——固壁上的无滑移条件。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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无滑移 vs 无穿透：矛盾从何而来？

无黏（Euler）流的壁面条件：只有无穿透条件 𝑢 ⋅ 𝑛 = 𝑈𝑤 ⋅ 𝑛；静止壁面上 𝑢𝑛 = 0。Euler 方程不能一般地同

时强制切向速度等于壁面速度——Euler 流允许切向滑移。

真实黏性流的壁面条件：无滑移条件 𝑢𝑡 = 𝑈𝑤,𝑡。它比无穿透条件多提供一个约束。

问题在于：取 𝑅𝑒 → ∞ 极限时，无滑移条件不能一并消失。静止平板外高速来流 𝑈∞ > 0：

壁面处 𝑢 = 0，远离壁面 𝑢 → 𝑈∞。

无论 Reynolds 数多大，速度都必须从 0 连续过渡到 𝑈∞。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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1/Re 很小 ≠ 黏性项很小：梯度尺度才是关键

无量纲黏性项是 1/𝑅𝑒 𝜕2𝑢∗/𝜕𝑦∗2。系数小并不保证整个项小：

只要速度从 0 到 𝑈∞ 的过渡发生在很短的法向距离内，𝜕𝑢/𝜕𝑦 就很大，𝜕2𝑢/𝜕𝑦2 也可能非常大。

1/𝑅𝑒 很小并不能单独保证乘积 1/𝑅𝑒 𝜕2𝑢∗/𝜕𝑦∗2 很小；必须同时估计局部梯度的尺度。若导数足够大，二

者乘积仍可以是 𝑂 1 。

这正是边界层存在的数学根源。

历史旁注 · Prandtl（1904）：第三届国际数学家大会上，Prandtl 提出边界层思想：即使黏度很小，只要

近壁速度变化集中在足够薄的区域内，速度梯度和黏性效应仍可保持显著。因此高 Reynolds 数极限不是"处

处无黏"，而是形成外部近似无黏区与近壁黏性薄层的分区结构。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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互动 · 先预测，再解释

如果把 Reynolds 数从 104 提高到 106（速度或特征长度增大 100 倍），

近壁速度梯度 𝜕𝑢/𝜕𝑦 会怎样变化？壁面黏性效应会"消失"吗？

同桌讨论 2 分钟 · 观点写在纸上：A 消失 B 减弱但仍在 C 不变 D 增强

提示：先想清楚"速度过渡区厚度"随 Re 如何变化，再回答梯度问题。答案将在下一页揭晓。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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高 Reynolds 数外流的双区域结构

外部区域：远离壁面，速度梯度相对较小、黏性作用相对较弱，可用 Euler 方程或势流理论近似。

边界层区域：靠近壁面，速度从壁面值快速变化到外流速度，法向速度梯度很大，黏性效应不能忽略，无滑

移条件在这里得到满足。

图 6-1 高 Reynolds 数平板外流区域结构：外部无黏区 + 随下游增厚的近壁薄边界层（教材原图）

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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边界层厚度 δ99：一个"工程尺度"，而非几何界面

设外部速度为 𝑈𝑒 𝑥 。边界层速度是渐近趋近 𝑈𝑒 的，并没有数学上绝对明确的"边界"。

工程上把满足

𝑢 𝑥 𝛿99 = 0.99 𝑈𝑒 𝑥

的位置定义为边界层厚度 𝛿99（常简写 𝛿）。

易错点：𝛿99 不是流体中真实存在的几何界面，而是衡量黏性显著影响区域厚度的工程尺度。0.99 的选取带

有约定性；这也是 6.12 引入积分厚度（𝛿∗, 𝜃）的动机——它们不依赖"99%"这种人为阈值。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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薄层特征 δ≪L 与两个"尺度工具"的分工

边界层最核心的几何特征是 𝛿 ≪ 𝐿。定义小参数

𝜖 =
𝛿

𝐿
≪ 1

后面的尺度分析将确定 𝜖 与 Reynolds 数之间的关系。

两个工具，两种任务

无量纲化（第3章）：改写方程、识别控制参数（𝑅𝑒、

𝑆𝑡、𝐹𝑟…），回答"这个流动由哪些无量纲参数控制"。

尺度分析（本章）：估计具体区域内变量和方程项的大

小，确定主导平衡，回答"在这个区域里哪两项必须共存

"。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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边界层中不同方向的导数尺度为何不同？

若物理量 𝜙 的典型大小与 𝜙0 相当，记 𝜙 = 𝑂 𝜙0 （数量级，非精确相等）。边界层中

𝑥 ∼ 𝐿, 𝑦 ∼ 𝛿 ≪ 𝐿

于是导数算子的尺度为 𝜕/𝜕𝑥 ∼ 1/𝐿、𝜕/𝜕𝑦 ∼ 1/𝛿。

由 𝑢 = 𝑂 𝑈 得各阶导数尺度：

𝑢𝑥 = 𝑂 Τ𝑈 𝐿 , 𝑢𝑦 = 𝑂 Τ𝑈 𝛿 , 𝑢𝑥𝑥 = 𝑂 Τ𝑈 𝐿2 , 𝑢𝑦𝑦 = 𝑂 Τ𝑈 𝛿2

由于 𝛿 ≪ 𝐿：法向梯度远大于流向梯度，法向黏性扩散也远强于流向黏性扩散。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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连续性方程给出法向速度尺度 V ~ Uδ/L

二维不可压缩连续性方程：

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

设 𝑢 = 𝑂 𝑈 、𝑣 = 𝑂 𝑉 ，则两项尺度为

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑂

𝑈

𝐿
,

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑂

𝑉

𝛿

连续性要求两项相互平衡：
𝑈

𝐿
∼

𝑉

𝛿
，因此

𝑉 ∼ 𝑈
𝛿

𝐿
,

𝑉

𝑈
∼

𝛿

𝐿
≪ 1

法向速度比主流速度小一个 δ/L 量级。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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小变量不等于小项：为什么必须保留 v ∂u/∂y？

虽然 𝑣 ≪ 𝑢，但法向梯度很大：𝑢𝑢𝑥 ∼ 𝑈2/𝐿，而

𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑦
∼ 𝑈

𝛿

𝐿

𝑈

𝛿
=

𝑈2

𝐿

图 6-2 速度与几何尺度：v/u~δ/L≪1，但 v ∂u/∂y 与 u ∂u/∂x 同阶（教材原图）

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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流向动量方程各项的数量级：谁主谁次？

对二维稳态 𝑥 方向动量方程逐项估计数量级（𝑥 = 𝑂 𝐿 , 𝑦 = 𝑂 𝛿 , 𝑢 = 𝑂 𝑈 , 𝑣 = 𝑂 𝑈𝛿/𝐿 ）：

项 数量级 判断

𝑢 𝑢𝑥 𝑈2/𝐿 流向惯性（基准）

𝑣 𝑢𝑦 𝑈𝛿/𝐿 Τ𝑈 𝛿 = 𝑈2/𝐿 与 𝑢𝑢𝑥 同阶，必须保留

−𝜌−1𝑝𝑥 𝑈2/𝐿 由外部流动给定，参与主导平衡

𝜈𝑢𝑥𝑥 𝜈𝑈/𝐿2 相对法向黏性为 Τ𝛿 𝐿 2，首阶舍去

𝜈𝑢𝑦𝑦 𝜈𝑈/𝛿2 薄层内的主要黏性项

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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黏性扩散是各向异性的：法向保留，流向舍去

由于 𝛿 ≪ 𝐿：

𝜈
𝑈

𝛿2 ≫  𝜈
𝑈

𝐿2

这张表同时说明两件事：

① 小速度 𝑣 并不产生小对流项（变量尺度与导数尺度必须同时看）；

② 相同黏性系数乘上不同方向的二阶导数，数量级完全不同。

边界层中黏性扩散高度各向异性：

流向黏性扩散很弱，但法向黏性扩散必须保留。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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厚度尺度：惯性平衡法向黏性，δ/L ~ Re^{-1/2}

边界层中惯性与法向黏性必须相互平衡：

𝑈2

𝐿
∼ 𝜈

𝑈

𝛿2

约去一个 𝑈 得 𝑈/𝐿 ∼ 𝜈/𝛿2，所以

𝛿 ∼
𝜈𝐿

𝑈
，引入 𝑅𝑒𝐿 = 𝑈𝐿/𝜈 得

𝛿

𝐿
∼ 𝑅𝑒𝐿

Τ−1 2 （层流边界层最重要的尺度关系之一）

与第4章 Stokes 第一问题对应：扩散长度 𝛿 ∼ 𝜈𝑡，取从前缘到 x 的对流时间 𝑡 ∼ 𝑥/𝑈，即得 𝛿 ∼ 𝜈𝑥/𝑈、

𝛿/𝑥 ∼ 𝑅𝑒𝑥
Τ−1 2。物理图像：流体沿平板对流的同时，壁面黏性影响不断沿法向向外扩散。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著



第6章 边界层理论 · 课堂互动 2 19 / 67

互动 · 数量级估算：Re 提高 100 倍会怎样？

已知 𝛿/𝐿 ∼ 𝑅𝑒𝐿
Τ−1 2：

① 𝑅𝑒𝐿 = 104 时，𝛿/𝐿 ≈ ？

② 𝑅𝑒𝐿 = 106 时，𝛿/𝐿 ≈ ？

③ Reynolds 数提高 100 倍，相对边界层厚度如何变化？

口算 1 分钟，先给出答案，再说明你依据了哪个数量级关系。

思考：这一结果对"近壁网格需要多密"意味着什么？答案将在本章 CFD 部分（6.17）再次用到。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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法向动量方程：为什么压强在法向上近似不变？

二维稳态 𝑦 方向动量方程：

𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜈

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

由 𝑉 ∼ 𝑈𝛿/𝐿 估计惯性项：𝑢 𝜕𝑣/𝜕𝑥 ∼ 𝑈𝑉/𝐿 ∼ 𝑈2𝛿/𝐿2，𝑣 𝜕𝑣/𝜕𝑦 ∼ 𝑉2/𝛿 ∼ 𝑈2𝛿/𝐿2。

与流向动量中的典型惯性尺度 𝑈2/𝐿 相比，小了一个 𝛿/𝐿。

系统比较后，经典薄边界层首阶近似下：

𝜕𝑝

𝜕𝑦
≈ 0, 𝑝 𝑥 𝑦 ≈ 𝑝𝑒 𝑥

边界层内压强由边界层外缘的无黏流决定——边界层理论非常重要的结论。

黏性流体力学 · 徐翱 景泽 编著
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Prandtl 边界层方程：三个方程，一个物理分区

综合前面的尺度分析，二维、稳态、不可压缩层流边界层满足：

连续性方程：
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

流向动量方程：𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

dpe

dx
+ 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

法向压强关系：
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0, 𝑝 = 𝑝𝑒 𝑥

保留项与完整 Navier–Stokes 相比：删除了 𝜈 𝜕2𝑢/𝜕𝑥2，保留了 𝜈 𝜕2𝑢/𝜕𝑦2。

边界层近似并未忽略黏性，而是依据薄层尺度只保留首阶重要的法向黏性扩散。
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边界条件：什么决定了边界层方程的解？

壁面（静止固壁）：

无滑移 + 不可穿透：𝑢 𝑥 0 = 0, 𝑣 𝑥 0 = 0

边界层外缘（𝑦 → ∞）：

𝑢 𝑥 𝑦 → 𝑈𝑒 𝑥

其中 𝑈𝑒 𝑥 由外部无黏流决定——边界层"感受到"的外流速度不是任意给定的。

教学要点：边界条件不能隐藏在长段推导中。流向动量方程对 y 是二阶、连续性方程对 y 是一阶——壁面两

个条件 + 外缘一个条件正好定解。学生必须能回答：这个解为什么是唯一的？哪些条件决定了积分常数？
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各向异性尺度：把"哪项可删"写成渐近阶次

数量级分析已给出 𝜖 = 𝛿/𝐿 ∼ 𝑅𝑒 Τ−1 2。现在用边界层各向异性尺度重新无量纲化完整 Navier–Stokes 方程：

𝑥 = 𝐿 ො𝑥, 𝑦 = 𝛿 ො𝑦 = 𝜖𝐿 ො𝑦

𝑢 = 𝑈û, 𝑣 = 𝜖𝑈 ො𝑣, 𝑝 = 𝑝0 + 𝜌𝑈2 Ƹ𝑝

法向速度采用 𝜖𝑈 作尺度不是额外假设，而是连续性方程给出的结果；取 𝜖2 = 𝑅𝑒−1。

这一步把"某项大/小"的判断升级为"在 𝜖 → 0 时属于哪一阶"的渐近陈述。
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ε → 0 时，哪些项自然消失？

流向动量方程成为：

û
𝜕û

𝜕 ො𝑥
+ ො𝑣

𝜕û

𝜕 ො𝑦
= −

𝜕 ො𝑝

𝜕 ො𝑥
+ 𝜖2

𝜕2û

𝜕 ො𝑥2
+

𝜕2û

𝜕 ො𝑦2

法向动量方程成为：

𝜖2 û
𝜕 ො𝑣

𝜕 ො𝑥
+ ො𝑣

𝜕 ො𝑣

𝜕 ො𝑦
= −

𝜕 ො𝑝

𝜕 ො𝑦
+ 𝜖4

𝜕2 ො𝑣

𝜕 ො𝑥2
+ 𝜖2

𝜕2 ො𝑣

𝜕 ො𝑦2

当 𝜖 → 0：𝜕2û/𝜕 ො𝑥2 前系数趋于零，𝜕2û/𝜕 ො𝑦2 仍为 O(1)；法向动量方程首阶直接给出 𝜕 Ƹ𝑝/𝜕 ො𝑦 = 0——自然恢复

Prandtl 边界层方程。

各向异性无量纲化完成了"数量级判断 → 首阶渐近模型"的跨越，同时暴露出被删去项的误差阶次（ε² 阶）。
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外部无黏流如何"指挥"边界层内部的压强？

边界层外部采用 Euler 方程。沿外部流线，对稳态无黏流：

𝑈𝑒

dUe

dx
= −

1

𝜌

dpe

dx

即 −
1

𝜌

dpe

dx
= 𝑈𝑒

dUe

dx
，代入边界层方程得：

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑈𝑒

dUe

dx
+ 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

耦合关系：外部无黏流由 𝑈𝑒 𝑥 决定压强梯度；边界层在同一压强梯度下调整速度剖面。二者并非彼此

独立——外流提供"驱动"，边界层作出"响应"。

这一耦合正是 6.16 压强梯度影响（顺压/逆压）与第7章分离问题的出发点。
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零压梯平板：边界层方程的第一次"化简"

均匀来流 𝑈∞ = const. 沿半无限长平板流动。外流速度不随 x 变化：dUe/dx = 0；由外部 Euler 方程

dpe/dx = 0。

边界层方程化为（Blasius PDE）：

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0, 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

边界条件：𝑢 𝑥 0 = 0, 𝑣 𝑥 0 = 0, 𝑢 𝑥 𝑦 → 𝑈∞ 𝑦 → ∞

Blasius 解的适用边界（必须同时成立）：二维、稳态、不可压缩、物性常数；Newton 流体；光滑、静止

、无吸吹平板且满足无滑移；外缘速度 𝑈𝑒 = 𝑈∞ 常数（零压强梯度）；边界层层流且未分离；局部

Reynolds 数大到 𝛿/𝑥 ≪ 1。不描述：粗糙壁面、非零压强梯度、转捩后边界层、强物性变化。紧邻前缘

𝑅𝑒𝑥 = 𝑂 1 区域薄层假设未建立，不能把下游渐近解外推到 x=0。
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相似变量 η：为什么是 y√(U∞/νx)？

由尺度分析：𝛿 𝑥 ∼
𝜈𝑥

𝑈∞
，自然定义无量纲法向坐标

𝜂 = 𝑦
𝑈∞

𝜈𝑥

相似解的基本思想：如果不同 x 位置的速度剖面在适当缩放后具有相同形状，可写成 𝑢/𝑈∞ = 𝑓′ 𝜂 。

相似解的本质不是"猜新变量"：而是寻找一种坐标缩放，使不同位置原本具有不同物理厚度的速度剖面，缩

放后具有同一个无量纲形状。𝜂 正是用局部扩散厚度 𝜈𝑥/𝑈∞ 对 y 归一化。
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流函数变换：连续性方程自动满足

引入二维不可压缩流函数：𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
, 𝑣 = −

𝜕𝜓

𝜕𝑥
（连续性方程自动满足）

选取

𝜓 = 𝜈𝑈∞𝑥 𝑓 𝜂 , 𝜂 = 𝑦
𝑈∞

𝜈𝑥

由流函数定义可得：𝑢 = 𝑈∞𝑓′ 𝜂

思考题：由 𝑣 = −𝜕𝜓/𝜕𝑥 求 𝑣 的表达式，并验证它满足 𝑣 ∼ 𝑈𝛿/𝐿 的尺度估计（提示：对 x 求导时 η 也依赖 x）。

这是"推导补全"型练习，答案见习题 6.13。
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代入相似形式：偏微分方程 → 常微分方程

将 𝑢 = 𝑈∞𝑓′ 𝜂 （连同 𝑣 的表达式）代入零压梯边界层方程，各导数用链式法则换算到 𝜂：

Step 1 逐项换算：
𝜕

𝜕𝑦
=

𝑈∞

𝜈𝑥

d

dη
,

𝜕

𝜕𝑥
→ 含 −

𝜂

2𝑥

d

dη

Step 2 合并整理（连续性已自动满足）

Step 3 得到著名的 Blasius 方程：

𝑓′′′ +
1

2
𝑓𝑓′′ = 0

推导的"教学意义"：原来的二维偏微分方程被转化为一个三阶非线性常微分方程——求解难度从"全场二维

PDE"降到"单变量 ODE"，这正是相似变换的威力。"下一步哪一项可以消去？" 可在推导中途作为课堂互动

提问。
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Blasius 方程的边界条件与"精确的数值解"

边界条件（由壁面无滑移/不可穿透与外部匹配而来）：

𝑓 0 = 0, 𝑓′ 0 = 0, 𝑓′ ∞ = 1

该三阶非线性常微分方程一般没有初等函数解析解，需要数值求解。经典数值结果为：

𝑓′′ 0 ≈ 0.332057

由此可进一步得到壁面剪切、摩擦系数和各种边界层厚度。

概念辨析："精确"与"数值"：Blasius 方程本身来自边界层近似，而不是完整 Navier–Stokes 方程。在该近

似框架内，Blasius 相似解是经典基准解；其常微分方程通常通过高精度数值积分获得。"精确"指相似框架内

的基准地位，"数值"指获得方式——二者并不矛盾。

这一辨析为本章后面"积分法的误差来自闭合剖面而非守恒方程"埋下伏笔。
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相似塌缩：物理空间增厚，相似空间重合

图 6-3 Blasius 速度剖面：左图有量纲剖面随 x 增厚；右图用 η 归一化后三条曲线塌缩为同一曲线，η99≈4.91≈5（教材原图）
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互动 · 图像预测：剖面会怎么变？

把来流速度 𝑈∞ 提高到原来的 4 倍（其余不变）：

① 同一位置 x 处，边界层厚度 𝛿99 变薄还是变厚？变为原来的多少？

② 壁面剪切应力 𝜏𝑤 变大为原来的多少？

③ 用 𝜂 画出的无量纲剖面会改变形状吗？

依据 𝛿99 ≈ 5 𝜈𝑥/𝑈∞、𝜏𝑤 = 0.332𝜌𝑈∞
2 / 𝑅𝑒𝑥 口算。

提示：U∞ 提高使 Re_x 增大 4 倍，也直接进入 τ_w 的分子。先想清楚"哪个量随速度直接放大，哪个量被 Re 的平

方根抵消"。
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δ99 ≈ 5x/√Re_x：绝对变厚，相对变薄

定义 99% 厚度 𝑢 𝑥 𝛿99 = 0.99𝑈∞。Blasius 解给出 𝜂99 ≈ 5，即 𝛿99 Τ𝑈∞ 𝜈𝑥 ≈ 5，故

𝛿99 ≈ 5
𝜈𝑥

𝑈∞
，

𝛿99

𝑥
≈

5

𝑅𝑒𝑥

与尺度结果 𝛿/𝑥 ∼ 𝑅𝑒𝑥
Τ−1 2 一致，但 Blasius 解给出了数值系数 5（来自 𝜂99 ≈ 4.91）。

"绝对变厚、相对变薄"：因为 𝛿99 ∝ 𝑥，绝对厚度随下游距离增大；但 𝛿99/𝑥 ∝ 𝑥 Τ−1 2，相对流向尺度反而越

来越薄。

这保证了薄层假设在下游仍然自洽，也是"边界层始终是薄层"这句话的定量含义。对应习题 6.16。
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壁面剪切与局部摩擦系数：C_{f,x} = 0.664/√Re_x

壁面剪切应力（x 沿来流、y 指向流体，有符号量）：𝜏𝑤 = 𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑦 𝑦=0

由 𝑢 = 𝑈∞𝑓′ 𝜂 得
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑈∞𝑓′′ 𝜂

𝑈∞

𝜈𝑥

代入 𝑓′′ 0 = 0.332057：

𝜏𝑤 = 0.332
𝜌𝑈∞

2

𝑅𝑒𝑥

定义表面摩擦系数 𝐶𝑓,𝑥 =
𝜏𝑤

12𝜌𝑈∞
2 ，得

𝐶𝑓,𝑥 =
0.664

𝑅𝑒𝑥
（𝐶𝑓,𝑥 ∝ 𝑥 Τ−1 2，局部壁面摩擦沿下游减小）

物理图像：Re_x 增大 → 薄层更薄 → 壁面梯度 𝑢𝑦 ∼ 𝑈/𝛿 增大；但 𝜏𝑤 与动压之比（即 𝐶𝑓,𝑥）仍随 𝑅𝑒𝑥
Τ−1 2 下

降。壁面黏性效应不消失，但其相对强度随下游减弱。
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例题 6.1：由 Blasius 关系估算厚度与壁面剪切

已知：水沿光滑平板流动，𝑈∞ = 0.50m/s，𝜌 = 1000kg/m3，𝜈 = 1.0 × 10−6m2/s，在 𝑥 = 0.50m 处仍为层

流 Blasius 区。

求：𝑅𝑒𝑥, 𝛿99, 𝐶𝑓,𝑥, 𝜏𝑤

𝑅𝑒𝑥 =
𝑈∞𝑥

𝜈
=

0.50 0.50

1.0 × 10−6 = 2.50 × 105

𝛿99 ≈
5𝑥

𝑅𝑒𝑥

=
5 0.50

2.50 × 105
= 5.00 × 10−3m = 5.00mm

𝐶𝑓,𝑥 =
0.664

𝑅𝑒𝑥

= 1.328 × 10−3

𝜏𝑤 = 𝐶𝑓,𝑥𝜌𝑈∞
2 /2 = 0.166Pa

边界层厚度仅约流向距离的 1%，与薄层假设一致；若提前转捩，这些层流结果不能当作实测预测值。
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平板总摩擦阻力：把局部剪切沿板面积分
长度为 L、展向宽度为 b 的单面平板，总摩擦阻力：

𝐹𝐷,𝑓 = 𝑏 න
0

𝐿

𝜏𝑤 𝑥 dx

代入 𝜏𝑤 = 0.332𝜌𝑈∞
2 𝜈

𝑈∞𝑥
并积分：

𝐹𝐷,𝑓 = 0.664 𝜌𝑈∞
2 𝑏

𝜈𝐿

𝑈∞

平均摩擦系数 ሜ𝐶𝑓 =
𝐹𝐷,𝑓

12𝜌𝑈∞
2 𝑏𝐿

：

ሜ𝐶𝑓 =
1.328

𝑅𝑒𝐿

, 𝑅𝑒𝐿 =
𝑈∞𝐿

𝜈

注意局部量与整体量的关系： ሜ𝐶𝑓 = 2𝐶𝑓,𝑥 𝐿 （沿板平均 = 2 × 尾缘局部值，因为 ධ
0

𝐿
𝑥 Τ−1 2 dx = 2 L）。下标

与积分范围不同，是本章最易混淆点之一。
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一个"量纲账本"：厚度与摩擦系数的统一关系

量 定义或基准尺度 Blasius 关系 物理用途

𝑅𝑒𝐿 𝑈∞𝐿/𝜈 整板长度 L 总阻力、平均系数

𝑅𝑒𝑥 𝑈∞𝑥/𝜈 随下游 x 增大 局部厚度与摩擦

𝛿99/𝑥 黏性层厚/流向尺度 4.91/ 𝑅𝑒𝑥 检查薄层假设

𝛿99 u=0.99U∞ 处 4.91𝑥/ 𝑅𝑒𝑥 法向网格尺度

𝐶𝑓,𝑥 𝜏𝑤/ 𝜌𝑈∞
2 /2 0.664/ 𝑅𝑒𝑥 位置 x 处壁面剪切

ሜ𝐶𝑓 𝐿−1 න
0

𝐿

𝐶𝑓,𝑥 dx 1.328/ 𝑅𝑒𝐿 长度 L 上总阻力
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位移厚度 δ*：质量流量亏损的"等效厚度"

图 6-4 位移厚度两种等价解释：左图=相对均匀外流的质量流量亏损；右图=等效为外部流线外移 δ*（教材原图）
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δ* 的数学定义与 Blasius 值

质量流量亏损 ሶ𝑚def = 0׬

∞
𝜌 𝑈𝑒 − 𝑢 dy，用厚度 𝛿∗ 的均匀外流等价：𝜌𝑈𝑒𝛿∗ = ሶ𝑚def

𝛿∗ = ඲

0

∞

1 −
𝑢

𝑈𝑒
dy

对零压梯 Blasius 解积分：

𝛿∗ = 1.721
𝑥

𝑅𝑒𝑥

排挤效应的定量含义：外部无黏流"看到"的物体比实际几何表面厚 𝛿∗——这是边界层影响外部流的桥梁，也

是第7章压强阻力讨论的基础。

对比 𝛿99 ≈ 5𝑥/ 𝑅𝑒𝑥：𝛿∗ ≈ 0.34𝛿99，排挤厚度明显小于工程边缘厚度。
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动量厚度 θ：多一个 u/U_e 权重，多一层守恒

图 6-5 动量厚度：左图以实际质量流量 ρu·dy 比较动量流率；右图 θ 为 q(1−q) 的法向积分面积（教材原图）
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θ 的 Blasius 值与形状因子 H：剖面"饱满度"

动量厚度定义：𝜃 = න
0

∞
𝑢

𝑈𝑒
1 −

𝑢

𝑈𝑒
dy

对 Blasius 解：𝜃 = 0.664
𝑥

𝑅𝑒𝑥

形状因子（剖面饱满度指标）：𝐻 =
𝛿∗

𝜃
≈ 2.59（Blasius 层流）

H 的物理意义：较小的 H 对应较饱满的剖面（近壁亏损小），较大的 H 对应更严重的近壁速度亏损——因

此 H 常用来判断边界层状态和分离趋势。

易错点：1.721、0.664、H≈2.59 来自同一个 Blasius 数值剖面的积分，不是彼此独立的经验常数。
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三种厚度，三种判据：工程边缘 / 质量亏损 / 动量亏损

图 6-6 δ99（速度阈值定位工程边缘）、δ*（质量亏损面积）、θ（动量亏损面积）三图并排对比（教材原图）
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互动 · 概念判断：三种厚度怎么排？

① 对同一个 Blasius 剖面，𝛿99, 𝛿∗, 𝜃 三个量的大小关系是？

② 为什么 𝜃 的被积函数是 𝑞 1 − 𝑞 而不是 1 − 𝑞（𝑞 = 𝑢/𝑈𝑒）？

③ 逆压梯度使剖面变"瘦"时，𝐻 增大还是减小？

提示：① 用 Blasius 系数 4.91 / 1.721 / 0.664 比较；② 想"动量流率 = 质量流量 × 速度"；③ 想 H 是"质量亏损/

动量亏损"之比，近壁亏损加重时哪个增得快。
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von Kármán 动量积分方程：三个效应，一条方程

对二维稳态不可压缩边界层动量方程沿法向积分，得到：

dθ

dx
+ 2 + 𝐻

𝜃

𝑈𝑒

dUe

dx
=

𝐶𝑓

2

其中 𝐻 = 𝛿∗/𝜃，𝐶𝑓 = 𝜏𝑤/
1

2
𝜌𝑈𝑒

2 。

三个物理效应：动量厚度增长 + 外流加速/减速（压强梯度）+ 壁面摩擦 的平衡。

零压梯度（平板）简化：
dθ

dx
=

𝐶𝑓

2
——动量厚度的增长率由壁面摩擦单独决定。

积分到板长 L 还可得 ሜ𝐶𝑓 = 2𝜃 𝐿 /𝐿：平板沿程积累的摩擦作用，最终表现为尾缘处的动量厚度。
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为什么动量积分方程"仍未封闭"？

一条标量方程，却同时涉及三个未知量：𝜃 𝑥 , 𝐻 𝑥 , 𝐶𝑓 𝑥 。给定 𝑈𝑒 𝑥 仍不足以单独确定它们。

因此必须补充闭合关系：速度剖面族、相似解关系或经验关联。

两层职责必须分清：

积分方程负责保证整体动量守恒；

闭合模型决定速度剖面的信息如何压缩进有限个积分量。

二者不能混为一谈：误差来源在闭合假设，而不在动量守恒本身——这正是例题 6.2 的关键结论。
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假设一个剖面，解出一条边界层：积分法示范

取 𝜂 = 𝑦/𝛿，假设二次剖面 𝑢/𝑈∞ = 2𝜂 − 𝜂2（满足无滑移、外缘速度匹配、外缘零梯度）。

算得 𝜃 = 2𝛿/15、𝐶𝑓 = 4𝜈/ 𝑈∞𝛿 ，代入 dθ/dx = Cf/2：

2

15

dδ

dx
=

2𝜈

𝑈∞𝛿
，解出 𝛿 = 30 𝑥/ 𝑅𝑒𝑥

由此 𝐶𝑓,𝑥 ≈ 0.730/ 𝑅𝑒𝑥、𝜃 ≈ 0.730𝑥/ 𝑅𝑒𝑥、𝛿99
𝑞

= 0.9𝛿 = 4.93𝑥/ 𝑅𝑒𝑥。

比较量（×√Re_x/x 等） 二次剖面 Blasius 相对误差

𝛿99 𝑅𝑒𝑥/𝑥 4.930 4.91 +0.4%

𝐶𝑓,𝑥 𝑅𝑒𝑥 0.730 0.664 +10.0%

𝐻 = 𝛿∗/𝜃 2.50 2.59 −3.5%

表 6-2 二次假设剖面的积分法结果与 Blasius 解比较（教材表）——厚度外缘位置准，壁面梯度误差约 10%
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顺压与逆压：外流加减速如何改写剖面

由 Euler 关系 𝑈𝑒 dUe/dx = − Τ1 ρ dpe/dx：

顺压梯（dpe/dx < 0）：外流加速，剖面更饱满，抑制分离；

逆压梯（dpe/dx > 0）：外流减速，近壁亏损加重、壁面梯度降低，足够强时导致分离。

图 6-7 顺压/零压/逆压三组速度剖面对比（教材原图）——分离条件的物理直觉留给第7章
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例题 6.3：逆压梯如何把壁面剪切"压到零"？

已知截面状态：𝑈𝑒 = 8.0m/s, θ = 2.0mm, H = 2.6, dθ/dx = 4.6 × 10−3，𝜌 = 1.20kg/m3。

代入动量积分方程：𝐶𝑓/2 = 4.6 × 10−3 + 1.15 × 10−3 dUe/dx

dUe/dx s−1 dpe/dx Pa/m 𝐶𝑓 𝜏𝑤 Pa

0 0 9.2×10⁻³ 0.353

−2.0 19.2 4.6×10⁻³ 0.177

−4.0 38.4 0 0

当 dUe/dx = −4.0s−1：逆压项恰好抵消动量厚度增长项 → 𝐶𝑓 = 𝜏𝑤 = 0（分离判据）。继续外推给出负剪切，表示近壁流

动反向，附着流闭合剖面需重新检查。
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互动 · 工程情境判断：机翼上的压强梯

机翼上表面：前缘附近外流加速、压强降低，后部外流减速、压强回升。

① 哪一段是顺压梯，哪一段是逆压梯？

② 边界层最容易在哪里分离？为什么？

③ 若来流速度提高，逆压段长度和强度大致如何变化（提示：用 𝐶𝑓 ∼ 𝑅𝑒 Τ−1 2 的定性趋势）

？

提示：② 想"逆压 + 低动量近壁流体 + 壁面剪切趋零"三要素；③ 先定性判断，不用精确数值——这与第7章分离

与阻力的定量讨论衔接。
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边界层：不仅是黏性层，更是强涡量层

二维展向涡量：𝜔𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
；薄边界层中 |𝜕𝑢/𝜕𝑦| ≫ |𝜕𝑣/𝜕𝑥|，故

𝜔𝑧 ≈ −
𝜕𝑢

𝜕𝑦

边界层 = 靠近固壁的强涡量层。分离后这些壁面涡量进入外部流场，形成剪切层与尾迹（第7章）。

奇异摄动结构：无量纲 N–S 方程中 1/Re 乘在最高阶导数前；令 1/Re=0 会改变方程阶数与可满足的边界条

件数——这类问题叫奇异摄动问题。

因此高 Re 固壁流动分为：外部解（Euler：惯性 压强） 与 内部边界层解（Prandtl：惯性 压强+法向黏

性），两者在边界层外缘匹配。
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局部 Re_x：为什么转捩是"沿下游发生"的？

局部 Reynolds 数 𝑅𝑒𝑥 = 𝑈∞𝑥/𝜈 用从前缘到当前位置的距离 x，随下游持续增大；对应 𝛿 𝑥 ∝ 𝜈𝑥/𝑈∞。

控制空间发展流动的是随位置变化的 Reynolds 数，而不是单一全局常数。Blasius 假设始终保持层流；实际

平板随 Re_x 增大可能转捩进入湍流。

图 6-8 平板边界层层流→转捩→湍流定性图景（教材原图）——定量理论聚焦层流 Prandtl–Blasius 区
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CFD 求解完整方程，但网格仍由边界层尺度决定

高 Reynolds 数下边界层很薄，网格必须在壁面法向充分加密，形成明显各向异性：

法向尺度 ← 边界层厚度与目标近壁分辨率；

流向尺度 ← 速度沿程变化。

仅增加总网格数而不检查法向第一层高度和增长率，并不能保证解析出壁面梯度。

结果检查与物理解释：层流平板的 𝐶𝑓,𝑥 = 0.664/ 𝑅𝑒𝑥 与 𝛿99 ≈ 5𝑥/ 𝑅𝑒𝑥 可作为验证基准；

尺度分析可预判最大梯度、加密区域、主导平衡与 Reynolds 数依赖，用于审查 CFD 结果。

CFD 是求解黏性流动的工具，不是替代理论分析——"软件给出结果"不等于"结果正确"。
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尺度分析四步法：从"凭经验删项"到"可检查的自洽"

每步都服务于一个目的：先假设尺度 → 比较数量级 → 建立主导平衡 → 检查自洽性。

Step 1 划定研究区域，选择坐标、几何尺度与未知量尺度

Step 2 先用连续性等约束方程建立尺度关系（如 v~Uδ/L）

Step 3 估算各项数量级，寻找必须共存的主导平衡（惯性 法向黏性）

Step 4 求出未知尺度，删除渐近小项，检查简化是否自洽

划定区域尤其重要：外部无黏区、边界层、剪切层、尾迹需要不同尺度；尺度结论只在区域假设内成立，进入分离区或强

曲率区必须重新检查主导平衡。
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互动 · CFD 结果可信度判断

同学 A 用 CFD 算平板层流边界层，汇报"网格 200 万单元、结果已收敛"。要判断结果是否

可信，你还想知道什么？

① 网格无关性做了吗？法向第一层高度与增长率是多少？

② 边界条件与几何如何设定？用哪个公式做验证基准？

③ 若 C_fx 数值偏离 0.664/√Re_x 超过 10%，你信谁？

提示：收敛 ≠ 正确。网格数多也不等于分辨率足够——壁面梯度由法向第一层高度决定；解析/理论基准是判断数

值结果正确性的标尺。
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数字赋能：用 Python 复算教材例题 6.1 与 6.2

计算目的：把教材 Blasius 关系与二次剖面积分法落到可复算的数值，比较两种方法的误差来源。

# 例题6.1：水，U=0.50, nu=1e-6, x=0.50

Re_x = U*x/nu # 2.50e5

d99 = 5.0*sqrt(nu*x/U) # 5.00 mm

Cfx = 0.664/sqrt(Re_x) # 1.328e-3

tauw = 0.332*rho*U**2/sqrt(Re_x) # 0.166 Pa

# 例题6.2：空气，U=3.0, nu=1.5e-5, x=0.40

d_q = sqrt(30)*x/sqrt(Re_x) # 7.75 mm（二次剖面外缘）
d99q = 0.9*d_q # 6.97 mm vs Blasius 6.94 mm（+0.4%）
Cfq = 0.730/sqrt(Re_x) # 2.58e-3 vs Blasius 2.35e-3（+9.9%）

物理解读：厚度误差仅 +0.4%（外缘位置由剖面形状控制），摩擦系数误差约 +10%（由壁面梯度控制）—

—

"剖面看起来接近"并不保证所有派生量同精度；积分法误差来自闭合剖面，而非动量守恒本身。
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数字赋能：参数扫描揭示"逆压梯→分离判据"

计算目的：固定局部积分状态，扫描外流速度梯度，观察 C_f 与 τ_w 如何衰减到零（例题 6.3 的数值化）。

# 例题6.3：Ue=8.0, theta=2e-3, H=2.6, dth=4.6e-3

for dUe in [0.0, -2.0, -4.0]:

Cf2 = dth + (2+H)*theta/Ue*dUe # 动量积分方程
Cf = 2*Cf2; dpe = -rho*Ue*dUe

tauw = rho*Ue**2*Cf/2

# 输出：C_f=9.2e-3→4.6e-3→0；tau_w=0.353→0.177→0 Pa

结果预测 → 实际结果：dU_e/dx=0 → C_f=9.2×10⁻³、τ_w=0.353 Pa；−2.0 s⁻¹ → 4.6×10⁻³、0.177 Pa

；−4.0 s⁻¹ → 0、0。

关键观察：C_f=τ_w=0 即附着边界层的分离判据；继续外推将得到负剪切（近壁反向）。

边界提醒：这是局部敏感性诊断，不是沿程预测；完整计算需闭合模型同时更新 θ、H、C_f。
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形成性评价 1：概念判断（课堂作答，答案见教师备注）

Q1 判断：当 𝑅𝑒 ≫ 1 时，可以在整个流场直接令黏性项为零。（ ）

Q2 判断：无滑移条件与不可穿透条件在固壁处同时成立，分别对应速度的两个分量。

Q3 单选：平板层流边界层中，𝛿99/𝑥 随下游距离 x 增大而：

A. 线性增大 B. 保持不变 C. 按 𝑥 Τ−1 2 减小 D. 按 𝑥 Τ1 2 增大

Q4 单选：壁面剪切应力 𝜏𝑤 与摩擦系数 𝐶𝑓,𝑥 随 𝑅𝑒𝑥 增大分别：

（Q4 选项）A. τ_w 增大、C_fx 减小 B. 均增大 C. 均减小 D. τ_w 减小、C_fx 增大

评价目的：检查"Re 大 ≠ 黏性可删"与"局部量/整体量的符号感"。
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形成性评价 2：方程项识别（课堂作答，答案见教师备注）

对二维稳态不可压缩边界层，写出一项保留、一项删除并说明理由：

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

dpe

dx
+ 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

① 哪一项被删除？为什么？

② 保留的两类作用分别是什么？（惯性 / 压强 / 黏性）

③ 数量级：若 𝑈 = 10m/s、𝑥 = 1m、𝜈 = 10−5m2/s，估算 𝑅𝑒𝑥 与 𝛿99。

④ 边界条件：该方程在壁面与外缘各需要几个条件？写出它们。

评价目的：检查"数学项 物理作用"映射、数量级估算与边界条件三者的联动——对应学习目标第6、7、8条。
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形成性评价 3：图像识别与极限判断

Q1 速度剖面识别：下列哪个剖面对应更强的逆压梯？（描述判断）

A. 剖面饱满、壁面梯度大

B. 剖面瘦削、壁面梯度小

C. 剖面线性、无外缘渐进

D. 剖面倒 S 形、近壁凹陷

Q2 极限判断：ν→0 时，δ99 与 τw 的极限行为是？

Q3 无量纲判断：速度提高 2 倍、特征长度减小一半，𝑅𝑒 如何变化？

A. 不变 B. 变为 2 倍 C. 变为 4 倍 D. 变为 1/2

Q4 概念辨析："Blasius 解是精确解"这句话哪里需要限定？

评价目的：检查剖面-压强梯度联动、极限思想、Re 的变量耦合与"精确/近似"边界意识。
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形成性评价 4：工程情境分析（课堂作答，答案见教师备注）

情境：某翼型表面在逆压段出现边界层分离。用本课程的语言，把下面六张"因果卡片"排成正确

顺序：

a. 分离与尾流 b. 壁面剪切趋零（𝐶𝑓 → 0） c. 近壁低动量流体减速

d. 逆压梯度（dpe/dx > 0） e. 回流与壁面剪切反向 f. 压力阻力增加

评价目的：检查能否建立"逆压→近壁减速→剪切趋零→分离→尾流→阻力"因果链，并将课堂概念迁移到工

程对象。

追问：分离点为什么取在壁面剪切恰好为零处？若用动量积分方程诊断，𝐶𝑓 = 0 的代数含义是什么？（对应

例题 6.3）
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章节总结 · 本章知识链

一个问题的完整回答：为什么 Re 很大，黏性反而决定了真实流动的形态？

Re≫1 → 1/Re≪1 → 不能直接删掉所有黏性 → 无滑移 → 薄层内大梯度

x~L, y~δ → v~Uδ/L → 惯性 法向黏性 → δ/L~Re^{-1/2}

Prandtl 边界层方程 → Blasius 相似解 → δ99、C_fx、C̄_f

积分厚度 δ*、θ、H → von Kármán 动量积分方程 → 闭合模型

顺压/逆压 → C_f→0 分离判据 → CFD 网格与验证（第7章：分离与阻力）

一句话收束：黏性作用没有因 Re 增大而消失，而是被压缩进固壁附近很薄的边界层，并以壁面剪切、排挤与动

量亏损的方式，决定整场流动的阻力与分离。
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关键公式回顾：每个式子回答一个物理平衡

关键公式 它表达的物理平衡 / 用途

𝛿/𝐿 ∼ 𝑅𝑒 Τ−1 2 惯性 法向黏性的主导平衡；薄层假设自洽

𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 = −𝜌−1𝑝′𝑒 + 𝜈𝑢𝑦𝑦 Prandtl 方程：惯性 压强 + 法向黏性

𝛿99 ≈ 5 𝜈𝑥/𝑈∞ 绝对增厚（∝√x）而相对变薄（δ99/x∝x^{-1/2}）

𝐶𝑓,𝑥 = 0.664/ 𝑅𝑒𝑥 壁面剪切与动压之比，随下游局部 Re 衰减

ሜ𝐶𝑓 = 1.328/ 𝑅𝑒𝐿 整板总摩擦阻力；C−_f=2C_fx(L)

𝛿∗ = 1.721𝑥/ 𝑅𝑒𝑥, 𝜃 = 0.664𝑥/ 𝑅𝑒𝑥 质量亏损 / 动量亏损的等效厚度；H≈2.59

von Kármán 积分方程：dθ/dx+(2+H)θ/U_e·dU_e/dx=C_f/2 —— 三项物理效应的守恒平衡
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物理图像回顾：三张图记住本章

① 相似塌缩：物理剖面随 x 增厚，η 归一化后重合 ② 三种厚度：δ99 边缘、δ* 质量亏损、θ 动量亏损

③ 区域结构（页10）：外流无黏 + 薄层大梯度；④ 剖面演化（页47）：顺压饱满、逆压瘦削
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学完本章，你能做什么？容易在哪里出错？

能力回顾——你能：

判断薄层假设是否自洽；

估算 δ、C_f、τ_w 的数量级；

完成 Blasius 相似变换并解释 η；

计算 δ*、θ、H 并说明守恒含义；

用动量积分方程做逆压诊断；

审查 CFD 网格与结果的可信度。

易错点回顾：

C_fx 与 C ̄_f 混淆（相差 2 倍）；

δ* 与 θ 被积函数记混（权重 u/U_e）；

局部 Re_x 与整体 Re_L 混用；

求 v 时忘记 η 依赖 x（链式法则）；

把 Blasius 解当成完整 N–S 精确解；

把 C_f=0 只当"数"而非分离结构转变。

自查清单：能否不看笔记回答——"为什么 Re≫1 时黏性仍不可全删？""δ* 为什么比 δ99 小？""动量积分方程为什

么未封闭？""分离为什么发生在逆压段？"

任一题卡住，回到对应页重读：页8（系数小≠项小）、页39-41（积分厚度）、页45（未封闭）、页47-48（逆压

与分离判据）。
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课后任务：从"会算"到"会用"

A 必做（★）：习题 6.1–6.5（尺度与 1/Re 辨析）、6.9–6.16（厚度与摩擦）、6.17–6.18（积分厚度）、

6.24–6.25（逆压诊断）。

B 选做（★★）：习题 6.19–6.23（二次剖面与相似性比较）、6.26–6.28（边界层与 CFD 网格）。

C 研究训练（★★★）：用 Python/NumPy 数值积分 Blasius 方程（打靶法），复现 f″(0)≈0.332057，并绘

制 u/U∞ vs η 曲线与教材图 6-3 对照。

阅读与思考：教材 6.17"边界层理论的适用条件"；思考与讨论第 1–12 题中任选 3 题书面作答。

提交要求：A 组书面作业 + C 组代码（含结果图与物理解读，一页 A4 小结），下节课前提交；B 组计入平

时分。
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下章预告：分离、尾流与阻力从何而来？

本章已为你准备好第7章的"弹药"：

逆压梯 → 近壁减速 → 𝐶𝑓 → 0 分离判据（例题 6.3）；

𝛿∗ 排挤效应 → 外部流动"变厚"、压差阻力来源；

边界层=强涡量层 → 分离后涡量进入尾流、形成剪切层；

von Kármán 动量积分方程 → 整体守恒诊断工具。

第7章将回答：分离为什么使阻力激增？尾流中的动量亏损如何定量？压差阻力与摩擦阻力如何竞争？

本课程逻辑链位置：控制方程 → Reynolds 数 → 边界层（本章）→ 分离与阻力（第7章）→ 湍流与数

值方法（第8章）。
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第6章 边界层理论

黏性如何集中，又如何决定流动的形态
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   C  f , x =   0 . 664   R  e x = 1 . 328 ×  10  − 3


   𝜏 w =  C  f , x 𝜌  U ∞ 2 / 2 = 0 . 166 Pa


   F  D , f = b   ∫ 0 L   𝜏 w  ( x )   dx


   𝜏 w = 0 . 332 𝜌  U ∞ 2   𝜈   U ∞ x


   F  D , f = 0 . 664   𝜌  U ∞ 2   b      𝜈 L   U ∞


     C ̄ f =    F  D , f  12 𝜌  U ∞ 2 b L


     C ̄ f =   1 . 328   R  e L ,     R  e L =    U ∞ L 𝜈


     C ̄ f = 2  C  f , x  ( L )


    ∫ 0 L   x    − 1 / 2 dx = 2  L


  R  e L


   U ∞ L / 𝜈


  R  e x


   U ∞ x / 𝜈


   𝛿 99 / x


  4 . 91 /  R  e x


   𝛿 99


  4 . 91 x /  R  e x


   C  f , x


   𝜏 w /  ( 𝜌  U ∞ 2 / 2 )


  0 . 664 /  R  e x


     C ̄ f


   L  − 1   ∫ 0 L   C  f , x dx


  1 . 328 /  R  e L


     m . def =   ∫ 0 ∞ 𝜌  (  U e − u )   dy


   𝛿 ∗


  𝜌  U e  𝛿 ∗ =    m . def


   𝛿 ∗ =   ∫ 0 ∞   ( 1 −  u   U e ) dy


   𝛿 ∗ = 1 . 721    x   R  e x


   𝛿 ∗


   𝛿 99 ≈ 5 x /  R  e x


   𝛿 ∗ ≈ 0 . 34  𝛿 99


  𝜃 =   ∫ 0 ∞   u   U e  ( 1 −  u   U e ) dy


  𝜃 = 0 . 664    x   R  e x


  H =    𝛿 ∗ 𝜃 ≈ 2 . 59


   𝛿 99 ,  𝛿 ∗ ,   𝜃


  𝜃


  q  ( 1 − q )


  1 − q


  q = u /  U e


  H


    d θ dx +  ( 2 + H )  𝜃   U e   d  U e dx =    C f 2


  H =  𝛿 ∗ / 𝜃


   C f =  𝜏 w /  (  1 2 𝜌  U e 2 )


    d θ dx =    C f 2


     C ̄ f = 2 𝜃  ( L ) / L


  𝜃  ( x ) ,   H  ( x ) ,  C f  ( x )


   U e  ( x )


  𝜂 = y / 𝛿


  u /  U ∞ = 2 𝜂 −  𝜂 2


  𝜃 = 2 𝛿 / 15


   C f = 4 𝜈 /  (  U ∞ 𝛿 )


  d θ / dx =  C f / 2


   2 15   d δ dx =   2 𝜈   U ∞ 𝛿


  𝛿 =  30   x /  R  e x


   C  f , x ≈ 0 . 730 /  R  e x


  𝜃 ≈ 0 . 730 x /  R  e x


   𝛿 99   ( q ) = 0 . 9 𝛿 = 4 . 93 x /  R  e x


   𝛿 99  R  e x / x


   C  f , x  R  e x


  H =  𝛿 ∗ / 𝜃


   U e   d  U e / dx = −  (  1 / ρ ) d  p e / dx


  d  p e / dx < 0


  d  p e / dx > 0


   U e = 8 . 0 m / s , θ = 2 . 0 mm , H = 2 . 6 , d θ / dx = 4 . 6 ×  10  − 3


  𝜌 = 1 . 20 kg /  m 3


   C f / 2 = 4 . 6 ×  10  − 3 + 1 . 15 ×  10  − 3   d  U e / dx


  d  U e / dx  (  s  − 1 )


  d  p e / dx  ( Pa / m )


   C f


   𝜏 w  ( Pa )


  d  U e / dx = − 4 . 0  s  − 1


   C f =  𝜏 w = 0


   C f ∼ R  e    − 1 / 2


   𝜔 z =   𝜕 v  𝜕 x −   𝜕 u  𝜕 y


  | 𝜕 u / 𝜕 y | ≫ | 𝜕 v / 𝜕 x |


   𝜔 z ≈ −   𝜕 u  𝜕 y


  R  e x =  U ∞ x / 𝜈


  𝛿  ( x ) ∝  𝜈 x /  U ∞


   C  f , x = 0 . 664 /  R  e x


   𝛿 99 ≈ 5 x /  R  e x


  R e ≫ 1


   𝛿 99 / x


   x    − 1 / 2


   x   1 / 2


   𝜏 w


   C  f , x


  R  e x


  u   𝜕 u  𝜕 x + v   𝜕 u  𝜕 y = −  1 𝜌   d  p e dx + 𝜈    𝜕 2 u  𝜕  y 2 + 𝜈    𝜕 2 u  𝜕  x 2


  U = 10 m / s


  x = 1 m


  𝜈 =  10  − 5  m 2 / s


  R  e x


   𝛿 99


  R e


   C f → 0


  d  p e / dx > 0


   C f = 0


  𝛿 / L ∼ R  e    − 1 / 2


  u  u x + v  u y = −  𝜌  − 1 p  ′ e + 𝜈  u  y y


   𝛿 99 ≈ 5  𝜈 x /  U ∞


   C  f , x = 0 . 664 /  R  e x


     C ̄ f = 1 . 328 /  R  e L


   𝛿 ∗ = 1 . 721 x /  R  e x ,   𝜃 = 0 . 664 x /  R  e x


   C f → 0


   𝛿 ∗

